Conceitos Basicos para Semicondutores

Jacobus W. Swart

O modelo do elétrons livre em metais explica varias propriedades dos metais,
porém falha completamente na explicacdo das propriedades de isolantes e de
semicondutores. Isto ja é esperado, tendo em vista que nos isolantes e semicondutores,
os elétrons em geral ndo estdo livres mas sim presos nas ligacdes covalentes entre os
atomos. E por este motivo que eles apresentam baixissima condutividade elétrica. Isto
significa que necessitamos de um modelo alternativo, sendo que um modelo util deve
satisfazer aos seguintes requisitos:

» ser compreensivel para que possa servir de base para a intuicdo sobre os problemas
em estudo

» explicar as observagbes experimentais com razoavel precisao

» ser valido em uma larga faixa de condi¢cbes

O modelo de bandas de energia em sélidos é a resposta do modelo alternativo
requerido, que atende aos requisitos acima. O desenvolvimento da teoria de bandas nao é
tarefa simples e inclui muitos conceitos novos e importantes para o aluno. A utilidade
pratica do modelo também pode ndo parecer 6bvia no inicio. No entanto, a familiarizacao
com ela é essencial pois, s6 assim sua utilidade tornar-se-a clara e simples. Sua utilizacdo
€ essencial para o entendimento, projeto, fabricacdo, caracterizacdo e uso de um enorme
namero de dispositivos eletrdnicos, optoeletrbnicos e sensores de todo tipo (temperatura,
pressao, fluxo, pH, gases, elementos quimicos, campos, radiacéo, etc.)

1 Modelo de Feynmann

No caso de 2 atomos de hidrogénio se aproximando, ocorre uma acoplamento entre
os estados quanticos de cada atomo, resultando numa divisdo em 2 novos estados, dados
por Eo-A e Eo+A. Um efeito similar acontece ao aproximarmos N atomos de qualquer
elemento. Os niveis discretos dos varios atomos, agora proximos, sofrem acoplamentos,
resultando em faixas ou bandas de energias de estados permitidos, como ilustrado na
Fig. 1 Cada banda formada apresenta um namero muito grande de estados permitidos.
Uma banda pode estar separada da préxima banda por uma faixa de energia proibida, ou
seja, sem estados permitidos. A largura desta banda proibida pode variar bastante,
dependendo do elemento quimico constituinte do sélido, podendo inclusive ser negativo,
ou seja, com a sobreposicdo de duas bandas consecutivas. A Fig. 2 ilustra a
transformacdo dos estados discretos de atomos de Na em bandas de energia, com
dependéncia da distancia interatbmica. Estas bandas de energia correspondem as
solucdes possiveis da equacédo de Schrodinger para diferentes distancias entre os atomos.
Observa-se dos dados da Fig. 2, que o nivel 2p continua discreto mesmo para distancia de
3.67A, enquanto que os niveis de energia maior como 3s, 3p e 4s transformam-se em
bandas de estados permitidos. Os atomos de Na possuem estados ocupados até o nivel
3s, com 1 elétron ocupando esta orbital. Calculando-se a energia média dos elétrons para
cada distancia interatdmica, obtém-se uma energia minima para a distancia de 3.67A.
Desta forma, esta é a distancia adotada pelo sélido, por ser a situacdo mais estavel. A
figura mostra também que as bandas correspondentes aos orbitais 3s, 3p e 4s



apresentam uma sobreposicao na distancia interatbmica natural. Como temos apenas um
elétron por atomo, a banda formada apresentard muitos estados desocupados. Isto é
coerente com o modelo do elétron livre.
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Fig. 1 llustracdo da transformacédo de niveis discretos de atomos isolados em bandas de
energia em solido formado pela aproximacdo de n atomos, resultando em n estados em
cada banda.

De forma similar, aproximando-se N atomos de Si, teremos que seus orbitais da
ultima camada ocupada, 3s e 3p, com um total de 8 estados para cada atomo, sofrerdo
um acoplamento. Este acoplamento resulta na formacéo de duas bandas com um total de
4N estados em cada banda. O numero total de estados é conservado, como no caso dos
atomos da molécula de H,, onde tinhamos 2 estados com energia Eo-A e 2 estados com
energia Eo+A. A Fig. 3 ilustra a formacéo das duas bandas de energia, sendo que no caso
do Si elas estdo separadas por uma banda de energia proibida (1.12 eV). Como cada
atomo de Si apresenta 4 elétrons na camada 3 (3s® + 3p?), estes irdo preferencialmente
ocupar os estados da banda inferior, chamada de banda de valéncia, deixando a banda
superior, chamada de banda de conducéao, preferencialmente vazia.
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Fig. 2 Niveis de energias de estados quanticos de um soélido de sddio, variando-se a
distancia interatbmica de 0 a 15 A, juntamente com as bandas ou niveis discretos de

energias obtidas para 3 distancias: 3.67 A, 10 A e
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llustracdo dos niveis discretos de energia dos orbitais de 4tomos de Si e da
formacéo das bandas de valéncia e de conducao de cristal de Si.



2 Metais, Semicondutores e Isolantes

Realizando medidas de condutividade elétrica a temperatura proxima de 0 K,
observa-se que alguns materiais apresentam-se como bons condutores enquanto que,
outros materiais como excelentes isolantes. Até as primeiras décadas do século 20, ndo
havia uma explicacdo plausivel para esta observacdo. Obtém-se uma explicacdo baseada
no que foi exposto no presente capitulo. Vejamos a explicacdo baseada no modelo
desenvolvido para o cristal unidimensional. Obtivemos que cada banda de energia contém
um total de 2N,L estados quéanticos. Se cada atomo do cristal contribuir com um Unico
elétron para uma dada banda, esta banda ficard preenchida até a sua metade (NjL
elétrons no total), ou seja, metade dos estados da banda estardo ocupados. Como na
metade da altura da banda, a derivada da relagcdo E x k é maxima (Fig. 4 e 5), este
material, com uma banda ocupada pela metade, tera alta condutividade .
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Fig. 4 Curvas de relacdo E x k , para k > 0, como solucdes vdlidas da equacdo de
Schrddinger do modelo de Kronig e Penney.
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Fig. 5 (a) Relagdo E x k da primeira banda permitida de cristal unidimensional de estados
e (b) avariacdo da velocidade de grupo e (c) da massa efetiva com k.

Analogamente, um material em que cada atomo contribui com dois elétrons para
preencher uma banda, resulta em uma banda completamente preenchida. Vimos que, a
relacdo E x k apresenta derivada nula (Fig. 4) para os estados do topo da banda e que
como conseqiéncia o numero efetivo de elétrons de condugéo desta banda é nulo . Este
material ser4 entdo um isolante, como ja foi discutido no item 7.5. Analogamente, um
material com atomos com numero impar de elétrons serd um condutor, enquanto que
materiais com atomos com numero par de elétrons sera um isolante.

A regra acima funciona apenas para cristais unidimensionais. Para cristais
tridimensionais e reais a regra funciona apenas parcialmente, porém continua sendo
vélida, de forma geral, a regra que, se a Ultima banda estiver parcialmente cheia teremos
um condutor e se a banda estiver totalmente cheia teremos um isolante. Esta regra geral
no entanto também pode falhar em alguns casos, quando houver sobreposi¢céo parcial de



bandas consecutivas (largura da banda proibida negativa). Analisemos agora diagramas
de energia simplificados de alguns materiais condutores, isolantes e semicondutores.

a) Condutores: sdo materiais caracterizados por sua Ultima banda nao totalmente
preenchida (como Na, Al), ou ainda por apresentar sua Ultima banda totalmente
preenchida, mas com uma sobreposicdo com a banda seguinte (caso Mg). A Fig. 6 mostra
os diagramas de banda esquematicos dos metais Na, Mg e Al. O Na apresenta metade da
banda 3s ocupada (1 elétron de cada atomo de Na). No caso de Mg, a banda 3s esta
totalmente preenchida, porém ha uma sobreposicédo entre as bandas 3s e 3p, resultando
numa banda maior e ndo totalmente preenchida. No caso do Al, a banda 3s esta
totalmente preenchida e a banda 3p parcialmente preenchida.
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Fig. 6 Diagramas de bandas de energia de alguns metais: (a) Na, (b) Mg e (c) Al.

b) Isolantes: sdo materiais que tem sua ultima banda, chamada de valéncia, totalmente
preenchida, sem sobreposicdo com a banda de energia seguinte e além disto, uma banda
proibida de valor consideravel. Uma banda proibida larga € necesséaria para que seja
improvavel um elétron da banda de valéncia adquirir energia e passar para a banda
seguinte de conducéo. A Fig. 7 ilustra a diferenca basica entre os diagramas de bandas de
materiais condutores e isolantes.



Banda de
Conducéo

I Eq (gap)

Banda de
Valéncia

Metal Isolante

() (b)

Fig. 7 Diagramas de banda de energia tipicos: (a) de metais e (b) de isolantes

c) Semicondutores: Semicondutores sdo um caso particular de materiais isolantes, sendo
a Unica diferenca a magnitude da banda proibida de energia do seu diagrama de bandas
(Fig. 7 b). Se for menor ou até da ordem de 3 eV podemos classifica-lo como
semicondutor, enquanto que se for maior que este valor o classificamos como isolante. A
temperatura de 0 K, tanto o semicondutor como o proprio isolante serdo ambos isolantes.
Eles ndo poderdo conduzir corrente elétrica, pois em ambos os casos, as bandas de
valéncia encontram-se totalmente preenchidas. Aumentando-se a temperatura, acima de 0
K, de um material semicondutor, com largura da banda proibida reduzida, alguns poucos
elétrons da banda de valéncia adquirem energia térmica da rede e poderdo pular dos seus
estados da banda de valéncia para estados vazios da banda de conducéo. Desta forma,
passamos a uma condicdo em que os elétrons, tanto da banda de valéncia (banda ndo
mais totalmente preenchida) como da banda de conducdo (apenas parcialmente
preenchida), podem conduzir corrente elétrica. A condutividade ser4 no entanto bem
reduzida, tendo em vista o ndmero reduzido de elétrons na banda de conducdo, bem
como uma banda de valéncia ainda quase preenchida. Esta situacdo no entanto nao
ocorre em materiais isolantes que tenham largura da banda proibida de valor grande o
suficiente, a ndo ser que elevemos muito a temperatura. A Tabela 7.1 apresenta alguns
materiais com a largura da sua banda proibida e a sua correspondente classificagdo como
isolante ou semicondutor.

Tabela 7.1 Exemplos de materiais com sua respectiva largura da banda proibida (Eg) e
classificacdo como isolante ou semicondutor.

Material | Ec[eV]a300K | Classificacéo
Ge 0.66 Semicondutor
Si 1.12 Semicondutor
GaAs 1.42 Semicondutor
C (diamante) 5.47 Isolante
SiO, 9.0 Isolante
Siz04 5.0 Isolante




3 Lacunas

Lacunas referem-se a estados da banda de valéncia vazios, ndo preenchidos por
elétrons. Elas sdo também chamadas por buracos ou holes em Inglés. Veremos que a
lacuna pode ser tratada como uma particula de carga positiva, e que esta sua
caracteristica deve-se ao comportamento estranho dos demais elétrons da banda de
valéncia onde se encontra a lacuna. Na realidade a lacuna ndo existe como particula ou
como entidade isolada, mas ela € uma conseqiiéncia do movimento de elétrons num
potencial peridédico. Assim, a lacuna livre ndo existe. Nao é possivel criar um canh&o de
lacunas como existe para elétrons. Lacunas resultam de um artificio mateméatico que
mostraremos a seguir.

Define-se a massa efetiva pela seguinte relacao:

-1

* 2E
m =h? 1
awE )

Temos pela substituicdo correspondente do termo de massa efetiva

onde a somatéria representa a somatéria do inverso das massas efetivas correspondentes
a todos os estados ocupados. Baseado nesta relacdo, analisemos 0s seguintes casos:

a) supondo uma banda que tenha um Unico estado ocupado. Neste caso teremos:

3)

b) supondo agora o caso de uma banda totalmente cheia, teremos que a corrente deve ser
nula:

di 2 1
- = ] =0 4
il .Zm* (4)

c) tendo uma banda totalmente cheia com excec¢do de um Unico estado no topo da banda,
ou seja, caso de uma banda com uma Unica lacuna. Neste caso teremos:

dy _ gy L

— 5
dt i,|¢1m* ( )



mas temos da relacao 4 que:
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Das relacdes 5 e 6 resulta que:

o gl ™)

dt m;
Devemos lembrar da Fig. 4 que, na parte inferior da banda os estados apresentam massa
efetiva positiva, enquanto que os estados da metade superior da banda apresentam
massa efetiva negativa. As lacunas correspondem normalmente a estados desocupados
na parte superior da banda (minimizacdo da energia dos elétrons) e portanto apresentam
massa efetiva negativa. Assim podemos considerar o médulo da massa efetiva da lacuna

e inverter o sinal da relacdo 7, resultando:

da,  , 1
_ N = ]—
dt a |mf

]

(8)

A troca do sinal da massa e da expressao da corrente equivale a tratar a lacuna como
sendo uma particula de massa efetiva e carga g, de sinais positivos.

Pelo exposto acima, podemos concluir que a conducgdo através dos elétrons, de
uma banda de valéncia quase cheia de um cristal, é equivalente a conducéo através de
particulas ficticias, correspondendo aos estados desocupados e de massa efetiva
negativa, chamadas lacunas, as quais se comportam como se fossem particulas de carga
e massa de sinais positivos. Uma analogia a corrente elétrica por lacunas € o caso de uma
bolha caminhando na agua. A bolha € uma auséncia de &gua, sendo que seu
deslocamento corresponde na verdade ao movimento de dgua em sentido oposto. Embora
seja a lacuna uma particula ficticia que ndo existe na realidade, um engenheiro pode
adota-la como sendo uma particula real para efeitos praticos, de uso na andlise de
dispositivos.

Lembremos que um semicondutor a uma temperatura superior a 0 K, apresenta um
certo numero de elétrons na banda de conducdo, criados concomitantemente com 0s
estados vazios ou lacunas na banda de valéncia. Desta forma, o semicondutor terd uma
corrente elétrica, se for aplicado um campo elétrico, dada pela soma da conducédo dos
elétrons na banda de conducdo e das lacunas na banda de valéncia. Por este motivo
chamaremos daqui para frente os elétrons e as lacunas de portadores. Isto significa que
temos 2 tipos de portadores, elétrons na banda de conducédo, com carga -q e lacunas na
banda de valéncia, com carga +q. A massa efetiva de cada portador depende da particular
curvatura da relacéo E x k, do respectivo diagrama de banda. Assim, a massa efetiva pode
diferir para elétron e lacuna e para materiais diferentes, como veremos no item seguinte.



4 Diagramas de Bandas de Semicondutores Reais

Até este ponto do capitulo, desenvolvemos nosso modelo considerando um cristal
hipotético unidimensional. Isto foi motivado pela maior facilidade do tratamento
matematico e por ser suficiente para a apresentacdo dos conceitos importantes
introduzidos. No caso de um cristal real tridimensional, os célculos sdo bem mais
complexos e a sua apresentacdo esta fora do escopo deste texto. Mas de forma geral
todos os conceitos discutidos nos itens anteriores s@o similares e validos para os cristais
reais. A Fig. 8 apresenta diagramas de bandas reais correspondentes a 3 cristais
semicondutores de interesse pratico. As curvas representam o0s estados permitidos
determinados pela solugdo da equacdo de Schrodinger independente do tempo, tendo
como potencial eletrostatico o potencial periddico do cristal (no caso da solu¢bes da Fig. 8,
em 2 direcdes). Nos graficos considerou-se como energia de referéncia a energia do topo
das bandas de valéncia dos materiais. As curvas obtidas apresentam detalhes e valores
gue foram confirmados por diferentes medidas elétricas, magnéticas e Opticas, realizadas
por diversos grupos de pesquisa e reportados na literatura cientifica internacional.
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Fig. 8 Estruturas de diagramas de bandas reais de semicondutores comuns, (a) Ge,
(b) Si e (c) GaAs. Eg representa a largura da banda proibida. Os sinais + no topo das
bandas de valéncia e — no vale inferior da banda de condugdo representam
respectivamente lacunas e elétrons nestes estados.
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Analisando os diagramas de bandas dos semicondutores da Fig. 8 temos as
seguintes questdes:

* 0 minimo da banda de conducdo do diagrama de bandas do GaAs corresponde ao
mesmo valor de vetor de onda do estado do maximo da banda de valéncia. Isto
significa que, para um elétron “pular” da banda de valéncia para a banda de conducéao,
ou vice-versa, basta ele receber ou emitir um quantum de energia, dado por Eg
correspondente, sem necessitar mudar o valor do seu vetor de onda, associado ao
momentum do elétron. Este tipo de caso é chamado de diagrama de bandas tipo direto.
A transicdo de um elétron de um estado com apenas troca de energia, sem troca de
momentum, é mais facil ou provavel de ocorrer comparado ao caso onde ha
necessidade de troca das duas grandezas ao mesmo tempo. Como conseqiéncia, este
tipo de diagrama de banda do tipo direto é requerido para que o material tenha boas
propriedades optoeletrénicas (necessario para Laser, LED, outros).

* no caso dos semicondutores de Ge e Si temos 0 caso de diagrama de bandas do tipo
indireto. Isto est4 associado ao fato do maximo da banda de valéncia ndo coincidir no
mesmo ponto do valor do vetor de onda k do estado do minimo da banda de conducéao.
Neste caso, a transicdo de um elétron entre a banda de valéncia e a banda de
conducdo requer ndo apenas uma troca de energia mas sim a0 mesmo tempo uma
troca de momentum do elétron. Para o elétron trocar de momentum, ele deve interagir
com uma outra particula, como por exemplo um fénon (vibracdo de atomo da rede),
para trocar momentum, e ao mesmo tempo com um féton para receber ou emitir
energia. Por esta razao, a transicdo do elétron entre as duas bandas é mais dificil de
ocorrer em materiais com estrutura de bandas do tipo indireto, sendo estes materiais
nao apropriados para a fabricacdo de dispositivos optoeletronicos.

* lembrando que a massa efetiva associada aos estados € dada pelo inverso da derivada
segunda das curvas E x k, conclui-se que, quanto mais fechada a curvatura, menor a
massa efetiva. Comparando as curvas nas regides dos minimos das bandas de
conducdo dos 3 materiais da Fig. 8, observa-se que a massa efetiva do elétron no
GaAs deve ser menor que as massas efetivas dos elétrons no Ge e do Si. Analisando
as curvaturas nas regides dos maximos das curvas de valéncia, observa-se que
existem duas ou trés curvas para cada material e com curvaturas diferentes,
correspondendo a lacunas de massas distintas, uma mais leve e a outra mais pesada.

* No diagrama de bandas do GaAs observa-se que o minimo da banda de conducao
ocorre em torno do vetor de onda k = 0. Porém, a curva apresenta um segundo minimo
em outro valor de k, com uma energia de 0.31 eV acima do minimo principal. Se por
algum mecanismo, um elétron ocupando um estado no minimo principal, receber
energia e assim passar a um estado do segundo minimo, ele sofrerd uma alteracao
(aumento) significativa da sua massa efetiva. Isto pode significar uma reducdo na
condutividade do material (resisténcia negativa).

Da analise acima podemos concluir que varias das propriedades dos
semicondutores podem ser extraidas dos respectivos diagramas de bandas. Dai a
importancia do conhecimento dos conceitos apresentados neste capitulo. Em algumas
analises das propriedades dos semicondutores ndo necessitamos de todas as
informacBes disponiveis nos diagramas completos como apresentados na Fig. 8. Em
alguns casos basta considerar apenas a diferenca entre os niveis de energia do maximo
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da banda de valéncia e o0 minimo da banda de conduc¢éo, sem preocupar-se com o valor
do vetor de onda correspondente. Neste caso, basta representar o diagrama de bandas na
sua forma simplificada como mostrado na Fig. 9. No capitulo seguinte faremos uso
frequente desta representacao.

Ec

Ec

Fig. 9 Diagrama de bandas simplificado de semicondutores.

5 Distribuicdo de Portadores em Temperatura Finita

No caso de temperatura de 0 K, temos que a matéria ocupa os estados de mais
baixa energia possivel. Todos os elétrons irdo ocupar os estados quanticos de mais baixa
energia. No caso de semicondutores temos a banda de valéncia totalmente preenchida
por elétrons e a banda de conducao totalmente vazia com todos os estados desocupados.
A pergunta que segue este comportamento € como fica a situacdo de ocupacao dos
estados, nos materiais em geral, quando aumentamos a temperatura do mesmo? A
resposta pode ser obtida se considerarmos a funcao estatistica de probabilidade de
ocupacdo dos estados, de Fermi-Dirac. Esta fungcdo mostra que, quando aumentamos a
temperatura, sua variacado deixa de ser abrupta em E = Er (energia de Fermi), de forma
gue nem todos os estados com energia abaixo de Er permanecem ocupados e nem todos
os estados com energia acima de Ef ficam desocupados, como era a situacédo para T =0
K. Analisaremos o efeito desta alteracédo da probabilidade com a temperatura em metais,
isolantes e semicondutores:

a) Em metais: estes apresentam um efeito relativamente reduzido com a variagdo da
temperatura. Teremos uma redistribuicdo dos elétrons nos estados da sua banda de
valéncia, sendo que 0 mesmo continuara apresentando caracteristicas de boa
condutividade elétrica e térmica, além de permanecer um material opaco. Teremos sim,
variacao do calor especifico e efeitos termidnicos.

b) Em isolantes: estes apresentam um efeito relativo menor ainda. Aumentando-se a
temperatura, o numero de portadores, lacunas na banda de valéncia e elétrons na banda
de conducdo, continuard sendo nulo. Isto significa que o material permanece sendo
isolante mesmo aumentando-se a temperatura.

c) Em semicondutores: estes apresentardo relativamente a maior variagdo no seu
comportamento ao aumentarmos sua temperatura acima de T =0 K. No caso de T = 0 K,
temos a funcdo de Fermi-Dirac e o diagrama de banda simplificado do material como
mostrado na Fig. 10 a, com a funcdo de Fermi-Dirac variando abruptamente entre 1 e O
para E = Ef, localizado entre os niveis de valéncia e de conducdo; numero nulo de
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elétrons na banda de conducdo e também um numero nulo de lacunas na banda de
valéncia. Esta situacdo modifica-se a0 aumentarmos a temperatura, como mostra a
Fig. 10 b. Nesta situacéo teremos que a funcdo de Fermi-Dirac torna-se mais gradual e
como consequéncia, ela deixa de ser 0 para energia acima de E. (minimo da banda de
conducdo) e deixard de ser 1 para energia abaixo de Ey (maximo da banda de valéncia).
Isto significa que teremos alguns poucos elétrons na banda de conducdo e umas poucas
lacunas na banda de valéncia. Esta situacdo ja havia sido discutida no item 7.7, porém
sem o0 emprego da funcdo estatistica de ocupacdo dos estados. Concluimos assim
novamente que, um material tipo semicondutor comporta-se como um isolante a
temperatura T = 0 K e passa a comportar-se como um semicondutor apenas com
temperatura acima de 0 K. E facil imaginar pela Fig. 9 b, que quanto menor o valor de E g,
maior sera a concentracdo de elétrons na banda de conducéo e de lacunas na banda de
valéncia.

Banda de
conducgéo

E Banda
F proibida

{2}
Banda de
valéncia

F(E)

Ey

Banda de

7" >> 0 conducao

Er Banda
proibida

Banda de
(b) valéncia

FE)

Fig. 10 Funcdo de Fermi-Dirac e diagrama de bandas de um semicondutor : (a) a
temperatura de 0 K, sem portadores nas bandas de valéncia e de conducéo e (b) a uma
temperatura bem maior que 0 K, com igual nimero de elétrons na banda de conducao e
de lacunas na banda de valéncia.
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6. Funcdes Estatisticas de Ocupacao dos Estados Quanticos:

A determinacao da densidade de estados em funcdo da energia € uma parte da
solucdo do nosso problema. A segunda parte refere-se a determinar quantos e quais
destes estados estardo ocupados por elétrons numa dada temperatura. Esta questao é
tratada pela mecanica estatistica. A probabilidade de ocupacdo de estados quanticos
segue a funcdo chamada de “funcéo de distribuicdo de Fermi-Dirac”, que foi desenvolvida
considerando as seguintes condi¢des, que se aplicam no caso dos elétrons:

e 0 principio de exclusao de Pauli

 as particulas sao todas idénticas

e 0 numero total de particulas é conservada

* aenergia total do sistema é conservada

A funcéao estatistica obtida com estas condi¢des € dada como:

1
f(E) = ey ©

onde: Er € uma energia de referéncia, chamado de nivel de Fermi,
k = constante de Boltzmann = 1.38 x 10 J/K = 8.62 x 10° eV/K

Observa-se facilmente a seguinte propriedade desta fungéo:

(10)

N |

f(E)=

Desta propriedade podemos também afirmar que o nivel de referéncia, ou de Fermi, € o
nivel de energia onde a probabilidade de ocupacdo é 0.5. A Fig. 11 mostra curvas
correspondentes a funcdo de Fermi-Dirac para 3 temperaturas, 0 K, 600 K e 6000 K.
Observa-se que a funcdo varia de 1 a 0, aumentando-se a energia. No caso da
temperatura de 0 K, a funcdo € abrupta em E = Er. Quanto maior a temperatura, mais
gradual torna-se a variacdo da funcéo. Este comportamento da funcao esta de acordo com
as observacoes fisicas. A 0 K todos os elétrons buscam ocupar os estados de minima
energia, ou seja, o0s elétrons ocuparao todos os estados até um certo nivel de energia, no
caso Er. Assim, o nimero total de estados com energia menor que este nivel deve ser
igual ao total de elétrons no sistema e a probabilidade de ocupacéo destes estados € um.
Todos os estados com energia acima do nivel Er estardo desocupados e portanto com
probabilidade de ocupacéo zero. Ao aumentarmos a temperatura do material, alguns dos
elétrons receberdo energia térmica, a partir da vibracéo da rede de atomos. Desta forma,
estes elétrons irdo ocupar estados de energia quantica maior, deixando o seu estado
original desocupado. Isto explica porque a funcdo de Fermi-Dirac torna-se mais gradual
pelo aumento da temperatura.

A Fig. 11 (b) mostra uma outra funcéo estatistica, chamado de Maxwell-Boltzmann,
gue se aplica a casos de sistemas diluidos (muitos estados e poucas particulas) onde:
 as particulas sao consideradas distintas
e 0 numero total de particulas é conservado
* aenergia total do sistema € conservada
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) (b)

F(E) = !
i I+exp‘E—EF) exp (—E/KT)
Lo k7
. o 1-0
T=0 K Maxwell-Boltzmann
=000 K
6?00 K T=0 K
Fermi-Dirac K
_-8000 K
|
Ep=25eV £ 25eV —';5:

Fig. 11 (a) A funcdo de probabilidade de Fermi-Dirac para temperaturas de 0 k, 600 k e
6000 k ; (b) A funcdo de probabilidade classica de Maxwell-Boltzmann para as mesmas
temperaturas.

A funcéao estatistica desenvolvida para este caso de sistema é:
f(E) = e GEIN (11)

Estritamente, nunca poderiamos usar a estatistica de Maxwell-Boltzmann para descrever
a probabilidade de ocupacao de estados quanticos por elétrons, dado que esta estatistica
ndo obedece ao principio de exclusdo de Pauli. Porém, quando a energia dos estados
considerados for bem maior que o nivel de Fermi, a probabilidade de ocupacéo torna-se
préximo a zero. Nesta situacdo, o principio de exclusdo de Pauli deixa de ser uma
restricdo, dado que temos muitos estados e baixa probabilidade de ocupacdo. A
probabilidade é tdo baixa que ndo havera competicao entre elétrons para ocuparem um
mesmo estado, correspondendo portanto a um sistema diluido. E facil verificar que
matematicamente, a funcao de Fermi-Dirac (9) pode ser aproximada a funcdo Maxwell-
Boltzmann (11) quando E - Er >> KkT. A Fig. 11 apresenta as curvas das funcdes de Fermi-
Dirac e Maxwell-Boltzmann, mostrando que ambas se aproximam para altas energias, ou
seja, para E - Er >> KkT. A titulo de informacédo, a Fig. 12 apresenta também a curva da
funcéo estatistica de Bose-Einstein. Esta funcdo nunca se aplica a sistema de elétrons,
mas sim ao caso em que valem as mesmas hipoteses da estatistica de Fermi-Dirac, com
particulas idénticas, com excecdo da hipotese do principio de exclusdo de Pauli. Estas
hipoteses aplicam-se a um sistema de particulas como fotons.
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Fig. 12 Comparagédo entre as curvas das fungdes de probabilidades de Fermi-Dirac,
Maxwell-Boltzmann e Bose-Einstein.

E importante frisar que as funcbes estatisticas correspondem as descricdes das
distribuicbes mais provaveis das particulas nos estados quando o sistema esta em
equilibrio. Estas funcdes ndo se aplicam a casos de sistemas fora do equilibrio.

No caso de estados com energias altas, ou seja, E-Er >> kT, poderemos usar a estatistica
de Maxwell-Boltzmann, como ja foi detalhado acima.

c) No caso de estados com energias baixas tal que Er-E >> kT podemos aproximar a
funcao de Fermi-Dirac (9) como sendo:

f (E) O1- &) (12)

Aqui a probabilidade de ocupacéo do estado é préximo a 1. Nesta situacdo é conveniente
definir a probabilidade do estado estar desocupado como sendo (a partir de 12):

1- f(E) D& &I (13)

Esta funcdo de probalidade de desocupacdo do estado, para Eg-E >> KT, apresenta-se
também na forma da funcéo de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (11).
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Nos casos em que 0s niveis de energia dos estados ndo forem distantes suficiente do
nivel de Fermi, ndo poderemos usar as aproximacfes dos casos acima, e teremos que
obrigatoriamente usar a funcdo de Fermi-Dirac como a funcdo de probabilidade de
ocupacao dos estados. Podemos calcular por exemplo, em que faixa de energia a funcao
de Fermi-Dirac varia entre 0.9 e 0.1. Fazendo este calculo pela relacdo 9, obtemos AE =
4.4 KT. Nesta faixa com certeza ndo poderiamos usar a aproximacdo descrita. Se
guisermos ser mais restritos ainda, poderiamos tomar como intervalo de 6.0 kT, o intervalo
no qual ndo aceitamos a aproximagcdo da funcdo de Fermi-Dirac para a funcdo de
Maxwell-Boltzmann. Neste limites teremos a funcdo de Fermi-Dirac variando entre 0.95 e
0.05.
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